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Досліджено напружено-деформований стан (НДС) плит та покриттів на 
жорсткій основі із застосуванням уточнених моделей беззгинового НДС. Розра­
хункова схема поперечно навантаженої плити утворюється симетричною добу­
довою плити відносно поверхні її контакту з основою. Отримана плита з симетрич­
ною структурою шарів та подвійною товщиною стає двосторонньо симетрично 
навантаженою відносно її серединної поверхні. Отже, НДС плити є беззгиновим. 
Розрахунками підтверджено ефективність і точність запропонованої методики 
моделювання беззгинового НДС, яка дає змогу отримати розв’язки, що якісно і 
кількісно близькі до тривимірних.

Ключові слова: уточнена модель, жорстка основа, поперечний зсув, поперечне 
обтиснення.

Постановка проблеми. Оцінювання міцності та жорсткості різних однорідних 
та неоднорідних композитних, особливо багатошарових, покриттів зводиться до 
оцінювання їхнього НДС як плит, що контактують із основою. Це стосується розра
хунку дорожнього багатошарового одягу на достатньо жорстких мостових, тунель
них та інших конструкціях транспортних споруд, захисних багатошарових покрит
тів плоских елементів конструкцій і деталей, функціональних покриттів робочих 
поверхонь різного обладнання тощо. Тому актуальним є достовірне визначення 
НДС багатошарових плит на жорстких основах при дії поперечного навантаження.

НДС таких покриттів, зважаючи на їхню структурну неоднорідність та від
носно низьку поперечну жорсткість окремих шарів, великою мірою пов’язаний із 
впливом деформацій поперечного зсуву та деформацій поперечного обтиснення. 
З цього огляду актуальною є задача уточненого моделювання НДС плит, яка б 
враховувала ці види деформацій. Важливим є також й оцінювання точності НДС, 
отриманого за уточненою моделлю. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Відомі уточнені моделі НДС [1, 2 
та ін.], що враховують поперечні зсуви та поперечне обтиснення, зорієнтовані пере-
важно на описання згинового НДС, тоді як у плитах на жорсткій основі переважає 
беззгинова складова НДС. Отже, потрібна розробка уточненої моделі, яка б з ви
сокою точністю описувала беззгинову складову НДС плити на жорсткій основі.
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У роботі [3] запропоновано гіпотези та побудовано модель беззгинового де
формування однорідної та шаруватої плити, яка в поєднанні з моделлю згинового 
деформування дає результати, що близькі до точного тривимірного розв’язку. В пра
цях [4, 5] розглянуто структурно-континуальні моделі НДС поперечно навантаже
них плит, в яких ідея ітераційного моделювання [3] застосована для плит на жорст
кій основі.

Мета статті — оцінити точність та доцільність підходів [3–5] до моделюван-
ня НДС плит на жорсткій основі залежно від фізико-геометричних характеристик 
плит. 

Виклад основного матеріалу дослідження. У лінійно-пружній постановці 
розглядається деформування прямокутної багатошарової плити, яка опирається на 
жорстку основу. Шари плити є ізотропні та трансверсально-ізотропні, довільної, 
але сталої товщини. Замість реальної конструкції багатошарової плити (рис. 1а) 
запропоновано розглядати розрахункову схему плити, яка утворена симетричною 
добудовою відносно поверхні контакту цієї плити з основою. У цьому випадку 
плита буде двосторонньо симетрично навантаженою відносно серединної поверхні 
плити, а її товщина збільшиться вдвічі                (рис. 1б). При цьому контакт плити 
з основою відповідає умовам проковзування без тертя (рис. 1б). Жорсткий контакт 
плити з основою запропоновано моделювати введенням додаткового абсолютно 
жорсткого тонкого прошарку h0 (рис. 1в).

	 а)	 б)	 в)
Рис. 1. Варіанти оптимізації розрахункової схеми плити

Між шарами плити виконуються умови жорсткого контакту без проковзуван-
ня. Проте, вводячи тонкі прошарки малої відносної жорсткості, можна без змін у 
постановці задачі розглядати також інші умови міжшарового контакту.

Запропонований підхід дає змогу оптимізувати розглянуту в [4] уточнену 
модель НДС плити, яка складалася з двох якісно відмінних НДС — згинового 
і беззгинового. Згинова складова НДС зникає, оскільки НДС у симетричній за 
структурою плиті під час двостороннього симетричного навантаження повністю 
описує беззгиновий НДС. Як наслідок, кількість невідомих функцій, а отже, по-
рядок диференціювання розрахункової системи рівнянь у задачі істотно змен
шується.

nbH 2=
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У континуальній моделі [5] компоненти вектора нормальних 	 та тангенціаль- 
них  	 зміщень до координатної поверхні  	 (рис. 1) представлені сумами до

бутків гіпотетично заданих степеневих функцій               	 поперечної координати 
     та шуканих функцій  	 і     координатної поверхні         :

	 ;	 ;              ;    

	 ;	 ,	  (1)

де дві функції tγ  моделюють вплив поперечного обтиснення, а вісім функції     — 
вплив поперечного зсуву в четвертому наближенні по кожній змінній   ,   — 
функція заданого навантаження. Тут і надалі диференціювання по    позначено 
нижніми індексами після коми, а також виконується підсумовування за нижніми 
індексами, що повторюються.

Модель (1) зручна в тих задачах, де функція навантаження          не має розривів  
першого і другого роду, а отже, не суперечить принципу нерозривності переміщень       
       і принципу диференціювання функцій. В аналітичних методах розрахунку мо- 
дель (1) дуже ефективна [5]. Проте в задачах, де функція навантаження має 
розриви, бажано замінити	  в (1) невідомою функцією обтиснення. Таким 
чином, далі реалізується також модель у вигляді:

	 ;	 ; 

	 .     	 (2)

Шукана функція  	 — гладка і відповідає умовам нерозривності, як і фун
кції     ,     ,      ,      .

Функції           ,          , що моделюють розподіл зміщень за координатою z, мають 
вигляд [5]:

	 ;                                ;          	 ;  	 ;

	 ;                              ;               ;               .  	 (3)

У виразах (3) функції )()( zF k
t  апроксимують розподіл напруг поперечного 

обтиснення       , а функції  	        — напруг поперечного зсуву        по висоті плити. 
Вони докладно описані в [5]. Розрахункова система диференціальних рівнянь і від
повідні граничні умови також отримано й описано в [5].

Для обґрунтування сфери застосування запропонованих моделей залежно від 
розмірів плити досліджено точність розв’язків задачі плоскої деформації однорідної 
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ізотропної плити (       ) на жорсткій основі (рис. 2) під дією синусоїдального 
навантаження 	                     . Плита розраховувалась за допомогою чотирьох 
варіантів уточнених запропонованих моделей, які позначено на рис. 2, 3 і в табл. 1 як 
М(С,S). Відповідно, М1(1,1) — оптимізована модель із заданою функцією навантаження  
(1), в якій утримувалась одна невідома функція поперечного обтиснення           , та одна 
функція поперечного зсуву	 ; М1(2,2) — модель (1) з 	  ,		    ; М2(2,2) — 
оптимізована модель (2) без явної функції навантаження, коли 	    ,     	       . М3(3,3) — 
загальна модель [4] для схеми на рис. 1а з            та          .

	 а)	 б)
Рис. 2. Відносні похибки в уточнених розв’язках для НДС

однорідної ізотропної плити:
а) в нормальних зміщеннях      ; б) в максимальних напругах       

Виконано порівняння з тривимірними розв’язками (Т), які отримано за мето-
дикою [6]. Введено позначення максимальних відносних зміщень  	  та 
максимальних відносних напруг                       . 

Як видно з результатів розрахунку для ізотропної плити (рис. 2), похибки 
в розрахунках зменшуються із зменшенням відносної товщини      . Для макси-
мальних напруг точність моделей дещо гірша, ніж для зміщень (рис. 2). Найкращі 
результати для ізотропної плити отримані за М2(2,2) за оптимізованою моделлю (2) 
з невідомою функцією навантаження, яка дає змогу розраховувати суттєво товсті 
плити, майже масиви.

Для обґрунтування сфери застосування уточнених моделей залежно від фі
зичних параметрів досліджено вплив співвідношень пружних характеристик плити 
на точність розв’язків за моделями (рис. 3). Проаналізовано розв’язки для квад
ратної плити на жорсткій основі з крайовими умовами Нав’є під дією синусої
дального навантаження при ковзкому контакті (рис. 3., табл. 1). Матеріал плити 
трансверсально-ізотропний із             ; 	 ; 	 ;             (	 ).    Мо- 
дулі пружності та зсуву в площині ізотропії           , а в перпендикулярному напрям-
ку —           .
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	 а)	 б)

	 в)	 г)
Рис. 3. Відносні похибки в НДС однорідної транстропної плити:

а), в) для нормальних зміщень      ; б), г) для максимальних напруг      

Таблиця 1
Порівняння максимальних зміщень      та максимальних напруг     

в квадратній плиті з тривимірним розв’язком

Модель
01 =B ; 02 =B 11 =B ; 02 =B

21 =B ;
02 =B 01 =B ; 22 =B

М1(1,1)
( %,∆ )

0,906
(6,95)

0,629
(27,2)

6,406
(3,12)

2,245
(6,5)

35,97
(15)

8,40
(22,4)

0,933
(2,73)

0,390
(90)

М1(2,2)
( %,∆ )

0,883
(4,2)

0,631
(27,5)

6,327
(1,85)

2,190
(3,9)

31,43
(0,74)

6,898
(0,52)

0,922
(1,57)

0,289
(41,2)

М2(2,2)
( %,∆ )

0,847
(0,08)

0,540
(9,1)

6,279
(1,08)

2,183
(3,55)

30,40
(2,5)

7,069
(3,0)

0,907
(0,07)

0,270
(32)

М3(3,3)
( %,∆ )

0,877
(3,5)

0,635
(28,4)

6,320
(1,74)

2,189
(3,89)

31,37
(0,54)

6,885
(0,34)

0,920
(1,3)

0,274
(34)

Т 0,848 0,495 6,212 2,108 31,98 6,862 0,908 0,205

#
3u

#
3u

#
3u#

3u #
3u #

3u
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У табл. 1 введено позначення: 	  	 ,                        і для трансверсаль- 
ної ізотропії виконується співвідношення 	         	  при 		  . Приймалось 
	 ; 	 для 	 ;	 ;                  для             ;              ;                    для 
          .

У табл. 1 в дужках показано похибки наближених розв’язків порівняно з 
тривимірними розв’язками (Т). Показано, що в надто товстих квадратних плитах, 
наприклад, з                     чи                  (табл. 1), під час зростання             потрібно збіль- 
шувати кількість функцій поперечного зсуву: при	 необхідно дві функ
ції зсуву 	 у кожному з ортогональних напрямків     ; при 	 — 
	 . При зростанні співвідношення          потрібно збільшити кількість функ- 
цій поперечного обтиснення: при                достатньо використати одну функцію 
         , при                            потрібно дві функції обтиснення          . У плиті з            
є можливість зменшення кількості невідомих функцій. Зауважимо, що похибки 
для напруг       більші, ніж для зміщень      (рис. 3). 

Запропоновану модель (2) —               використано для розрахунку квадратної    
(      ) трансверсально-ізотропної тришарової плити під дією синусоїдального 
навантаження. Розглянуто тришарову плиту з товщинами шарів                 ; 
	 ;	 (	 ). Всі шари — трансверсально-ізотропні з модуля- 
ми пружності в площині ізотропії	 МПа; 	 МПа; в по- 
перечному напрямку                  з                         ;                        ; коефіцієнти Пуас
сона                ;                   .  

Отримано розподіл  відносних нормальних зміщень 	 посередині 
плити (	 ) та відносних тангенціальних зміщень                       на краю плити 
(         ) (рис. 4). У дужках курсивом показано результати за тривимірним розв’яз
ком (Т).

	 а) 	  б)
Рис. 4. Відносні зміщення в тришаровій квадратній плиті за                 :

а) нормальні зміщення      ; б) тангенціальні зміщення       

Епюри відносних напруг	 посередині плити ( 2/axi = ) показано 
на рис. 5.
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	 а) 	 б)	 в)
Рис. 5. Епюри відносних напруг          в тришаровій квадратній плиті

За результатами порівняння з тривимірним розв’язком (Т) (рис. 4–5) видно, що 
запропонована  оптимізована модель (2)                       якісно і кількісно практично точ
но відображає НДС у багатошаровій трансверсально-ізотропній плиті. Розрахунки 
такої плити за іншими варіантами запропонованих моделей із меншою кількістю 
шуканих функцій, тобто	 , 	 та	 , дають більшу розбіжність 
із результатами точного розв’язку.

Висновки. Як видно з наведених результатів розрахунку тестових задач, по
будована математична модель дає змогу отримувати результати, що якісно і кіль
кісно наближаються до тривимірних розв’язків. Модель можна застосовувати для 
розрахунку НДС суттєво товстих плит (	 ), при широкому діапазоні зміни 
параметрів відносної транстропії в шарі (                        ,	         ).

Потрібно відзначити, що результати розрахунків за оптимізованого підходу 
до формування розрахункової схеми плити з використанням моделей беззгинового 
НДС (М1, М2) та за загальною моделлю М3, що описує як беззгиновий, так і зги
новий НДС у заданій плиті, є досить близькими. Проте оптимізований підхід із 
моделями М1, М2 дає можливість отримувати достовірні результати при меншій 
кількості шуканих функцій та при меншому загальному порядку диференціювання 
розрахункової системи рівнянь.
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USE OF REFINED MODELS IN CALCULATION PROBLEMS 
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The stress-strain state (SSS) of plates and coatings with rigid base using refined 
models of unflexural SSS has been researched. The designed diagram of a transversely 
loaded plate is formed by supplementing it with a symmetric one about the contact 
surface of the base. The plate obtained with the symmetrical structure of layers and 
double-thickness becomes loaded bilaterally symmetrically about its median surface. 
Therefore, the SSS of a plate is unflexural. The calculations confirm the efficiency and 
accuracy of the proposed method of modeling unflexural SSS, which allows one to obtain 
the solutions qualitatively and quantitatively close to three-dimensional ones.

Keywords: a refined model, rigid base, transverse shear, transverse compression.
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