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У  роботі р о зв’язую т ься задачі типу Д ір іхлє і  Н еймана в  явном у ви гляд і за допом огою  модиф іко
ван их циліндричних ф ункцій, а також встановлюється зв ’язо к  між ф ундамент альними р о зв’язкам и ц и х  
задач.

В  работе решаются задачи типа Д ирихле я  Н еймана в  явном  виде п р и  пом ощ и м одиф ицирован
ны х цилиндрических ф ункций, а также устанавливается связь меж ду фундаментальными реш ениям и этих 
задач.

У півплощині у>0 розглядаються диференціальні рівняння в частинних похідних друго
го порядку еліптичного типу, що вироджуються на межі півшюпщни у=0, такого вигляду:
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Для рівняння (1) перша крайова задача ставиться так: знайти в півплощині у>0 функ
цію ІДх,у), яка задовольняла б рівняння (1) і крайову умову

1 і т і / ( х , у ) =  /(х). ; (4)
о

Шукаючи розв’язок задачі (1), (4) у вигляді перетворення Фур’є, легко одержати я  
розв’язок у вигляді
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Тут введені позначення V - -
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Має місце така теорема:

Теорема 1. Якщо функція Дх) парна, додатна й абсолютно інтегровна на (-оо , оо), то для 
всіх дійсних а<2 існує в півплощині у>0 єдиний розв’язок задачі (1), (4), який дається форму
лами (5), (6).

Друга крайова задача для рівняння (1) ставиться з умовою
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Розв’язок задачі (1), (7) дається формулами
00
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Має місце така теорема:

Теорема 2. Якщо функція Дх) парна, додатна й абсолютно інтегровна на (-со, оо), то для 
всіх дійсних а<1 існує в півплощині у>0 розв’язок задачі (1), (7), який дається формулами (8), 
(9).

Перша крайова задача для рівняння (2) ставиться з умовою
1іт ( / (х ,у )  = /(х ) . (10)

Розв’язок задачі (2), (10) дається формулами
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Тут р  = 1 - а
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Має місце така теорема:

Теорема 3. Якщо функція Дх) парна, додатна й абсолютно інтегровна на (-оо , оо), то для 
всіх дійсних а <1 існує в півплощині у>0 розв’язок задачі (2), (10), який дається формулами
(П), (12).

Друга крайова задача для рівняння (2) ставиться з умовою

І і т - ^ -  = /(х ). 
т->о ду

( 13)

Спеціальний вигляд крайової умови з вагою у“ зв'язаний з асимптотикою функції Мак
дональда. Розв’язок задачі (2), (13) дається формулами

и{х,у)= \ К л к - Ь у ) А £ № * (14)
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Має місце така теорема:

(15)

Теорема 4. Якщо функція Дх) парна, додатна й абсолютно інтегровна на (-оо , оо), то для 
всіх дійсних а<1 існує в півплощині у>0 розв’язок задачі (2), (7), який дається формулами (14), 
(15).
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Перша крайова задача для рівняння (3) ставиться з умовою

І іт  у а[/(х,у) -  /(х).
у->0

Розв’язок задачі (3), (16) дається формулами

и(х,у)  = ]о * ^ (х  -  £,у)/(£)с/£ ,

де в*а*х ( х - ^ , у )
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Має місце така теорема:
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Теорема 5. Якщо функція ґ(х) парна, додатна й абсолютно інтегровна на (-°о, <ю), то для 
всіх дійсних а <1 існує в півплощині у>0 розв’язок задачі (3), (16), який дається формулами 
(17), (18).

Друга крайова задача для рівняння (3) ставиться з умовою

/ ( 4у-> о ду.
Розв’язок задачі (3), (19) дається формулами
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Має місце теорема, аналогічна теоремам 2 і 4.
Використовуючи співвідношення між порядком функції Макдональда, що 1 -  V = р  і 

\ — р  = у , легко одержати такий розв’язок між фундаментальними розв’язками вказаних край
ових задач:
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З (22) і (25) теж випливає, що

... . ^ К .  = А [
ду 07 і;'1' ду

а також існує ще два таких співвідношення, як 
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^ = в аЛ,

УаК х = Х а,х -

(27)

(28)

Зауважимо, що при <х=0 рівняння (1)—(3) переходять у рівняння Гельмгольца, а при 
у=0 — у рівняння Лапласа. Відповідно до цього розв’язки вказаних крайових задач набувають 
класичної форми задач типу Діріхлє і Неймана для рівняння Гельмгольца і рівняння Лапласа.

УДК 539.3

ПРУЖНА РІВНОВАГА СМУГИ, НАВАНТАЖЕНОЇ ШТАМПОМ І 
ЗОСЕРЕДЖЕНИМИ СИЛАМИ

В.М. Гембара, Я.В. Максимович, В.І. Шваб’юк

Розт икаєт ься задача т еорії пруж ності д ля  смути на двох опорах п р и  навантаж енні штампом і  
довільним и зосередж ент ш  силами. П обудовано інт егральне р івіш н ня задачі та проведено його чисель
н и й  р о зв ’язо к . Знайдено р о зв’язо к  задачі з  невідом им и границям и контакту.

Рассматривается задача теории упругост и д л я  полосы на д вух опорах, нагруж енной ш т ат ом и  
произвольны м и сосредот оченными силами. Построено инт егральное уравнение задачи и  произведено  
его численное реш ение. Н айдено реш ение задачи с неизвест ны ми границам и контакта.

Огляд робіт, присвячених дослідженню циліндричного згину пластин та балок штампа
ми з використанням прикладних теорій і теорії пружності, наведено в [1,3]. Зазначимо, що 
контактні задачі теорії пружності досліджувались на основі розгляду смуги, навантаженої си
стемою періодично прикладених штампів [1,6]. Такий підхід дозволяє достатньо точно враху
вати опори тільки у випадку, коли відстань між штампом і опорами істотно перевищує товщи
ну смуги.

У даній роботі розглядається задача теорії пружності для смуги -Н < у< 0 , що розміщена 
на двох опорах, при навантаженні штампом та довільно прикладеними засередженими силами.
Приймемо: сили (Х  ̂ У}) прикладені в т.(аі, Ьл), де (у = 1 ,М ); штамп діє на границю у=0 в об
ласті а<х<Ь, причому а і Ь можуть бути невідомими; дотичні напруження між смугою, штампом 
і опорами відсутні; області контакту між смугою й опорами є малими в порівнянні з товщиною 
смуги, а тому реакції опор розглядаємо як зосереджені сили (0, Уд), (0, Ув), що прикладені в 
точках (А, -Н), (В, -Н).

1. Побудова інтегрального рівняння задачі. Для побудови інтегрального рівняння
розглянемо допоміжну задачу теорії пружності для смуги, що навантажена зосередженими 
силами, прикладеними до довільних точок смуги, та розподіленим уздовж границі у=0 зусил
лям р(х). Тут призначено р(х)= ((%+ і тХ7) |у=0 і прийнято, що прикладене навантаження са- 
мозрівноважене.

При розв’язуванні задачі використано фундаментальний розв’язок для смуги. Для його 
побудови розглянуто задачу для смуги, що навантажена системою зосереджених самозрівнова-
жених сил (АІ,ВІ), які прикладені в довільних точках (с^ рі) (у = 1,7). З використанням [4]
розв’язок такої задачі записано через комплексні потенціали Мусхелішвілі, які зображено як

з
ф00 = Е |Ч Ф1 (*“ аі ’У>Ь))  + В!ф2(X- аі ,у,Ьі ) ],

7=1

'¥ (г) = '£ \А у '¥ 1{ .х -а } ,у,Ъ] ) + в ^ 2( х - а ] ,у,Ь] ) ], ( 1)
7=1

де функції Ф; (х,у,р), 1Р/х,у,р) складаються з відповідних розв’язків для півплощини у<0 або 
у>-Н та функцій, що визначаються через швидкозбіжні інтеграли; г=х+іу.

Функції Ф|, Т, використовуються далі як фундаментальні розв’язки задачі. Зазначимо, 
що кожна з даних функцій безпосереднього фізичного змісту не має, оскільки не існує 
розв’язку задачі теорії пружності для смуги, яка навантажена тільки однією зосередженою 
силою.
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