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ПЕРІОДИЧНИХ ПОЧАТКОВИХ ДАНИХ

Л. М. ЛІСЕВИЧ

В роботі розглядаються випадки майже періодичності задачі Коші 
для диференціальних рівнянь струни, мембрани, газу, коли початкові 
умови є майже періодичні (м. п.) функції просторових координат. Май
же періодичність встановлюється відносно просторових координат при 
обмежених значеннях змінної Зокрема, майже періодичність задачі 
Коші для струни встановлюється і по змінній і.

В дослідженні розглядаються рівняння вільних коливань, а також 
неоднорідні рівняння з майже періодичними правими частинами.

І. Однорідний випадок.
1. Розглянемо рівняння вільних коливань струни

при умові, що

д*и , оЮ _—; — а -----=  0 (1 .1 .1 .)
д х ’-

и  (0, х) =  ф! (х) )
• (2 .1 .1 .)и ’ (0, х) =  ф2 (х) ] '

Т е о р е м а  1.1.1. Якщо фі(х) і щ(х) є майже періодичні функції, 
то обмежений розв’язок задачі (1.1.1.), (2.1.1.) є також майже періо
дична функція.

Д о в е д е н н я .
Як відомо, розв’язок задачі (1.1.1.), (2.1.1.) можна записати

и  (і, х) =  — 
2 Фі

і

( х +  « О + Ф і (* — аі)  ф2 (х — ах) йх (3.1.1)

Тому, що фі (х) і фг(х) — м. п. функції, то ф\ { х+ а і )  і ф2{х +  аі) є 
м. п. функції і і х.
Хай інтеграл

/■
ф2 (х — ат) сії
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є обмежена функція  ̂ і х  (—оо <  ^ < (  с ° ; — оо < ^ * < 4 - о о ) .  Тоді, на 
основі властивостей м. п. функцій, із формули (3.1.1.) випливає майже 
періодичність розв’язку и  (і , х)  і теорема доведена.

2. Розглянемо рівняння вільних коливань газу
д2а , (d2U . d*U . d2U\ ' п-------аа ------- Р ------------ = 0
dt2 \ дх2 ду8 dz2)

( 1.2.1.)

при умові, що
U (0, X, у,  2) =  ф (х, у,  Z) 

U',(0, X, У, 2 )  =  <1>(х, у,  2 )
( 2.2. 1.)

Будемо вважати, що ф(х, у , 2) і ф(л:, у, г)  є м. п. функції х, у, г. 
Т е о р е м а  1.2.1.
Для скінченних значень і розв’язок задачі (1.2.1.), (2.2.1.) є м. п. 

функція х, у, г.
Д о в е д е н н я .

Розглянемо допоміжну задачу, а саме:

при умові, що

д2У а / d2U дгі /  д2Ц\ 
dt2 \  дх2 ду2 dz2)

=  0 (Г.2.І.)

U(0, х ,  у, z) =  Ф ( * + « - ,  у+п, 0 + ® ) - }  (2'21)
U't ( 0 ,  х, у , 2) =  ф { х + и ,  у+и, z + w )  І ’

де и, v, w  —  «компоненти» спільного є-зміщення функцій <р(х, у, Z) 
і ф {х, у, Z) .
Покладемо

V(І, X, у, г) = и  (і, X, у, 2) — и  (і, X, у, г). 
Із (1.2.1.), (2.2.1), (Г.2.І.), (2'.2.І.) знаходимо 

д2У а ( д2У . д2У , д2У\ .  
ді2 \дх2 ду2 дг2)

V (0, X, у,  2) =  0  (0, X, У, 2) —.і/(0, х, У, 2) =  ф (х, У, 2) 
У( (0, х, у, z) =  и'( (0, дг, у, 2) — Ь'е (0, х,  У, 2) =  ф (*, у, 2) 

Як відомо, розв’язок задачі (4.2.1), (5.2.1.) запишеться

(3.2.1.)

(4.2.1.)

'5.2.1.)

V(t, х, у, 2) = 1
4па2

, (6.2.1.)

де інтегрування ведеться по сфері
(а — *)2 +  (|3 — У)2 +  (ї — г )2 = аН2.

Тому, ЩО ф(х, £/, 2) і ф(х, у, г)  є м. п. функції, то, як це видно із 
(5.2.1.),

Іф(*. У- 2)1 О  1 ІФС*, У, 2)1 <  6.
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На основі останніх нерівностей маємо

\ V(É, х , у , г )  І <
4 тш2 ^  dt

Jat S„t
(7.2.1.)

Але

де Dat — проекція Sat 
Отже,

— =  2 %агі, 
t

°at

\V{t, х , y , z ) \ <  ( 12%аЧ I + 1 2тша ) | є( |^| +  1),
4тш 2

ш,о й треба було довести.
З а у в а ж е н н я  І. Теорема 1.2.1. вірна і для задачі Коші для рів

няння вільних коливань мембрани.
II. Неоднорідний випадок.
І. Розглянемо неоднорідне рівняння струни

dHJ , <?*{/------ - яа----
сіТ’ дх1

= f ( t ,  х). 4.1.II.)

Хай функція U(t, х) задовольняє умовам

U (0, х) =  ер (х) ) (2 111 )
^ ( 0 . * )  =  ф ( * ) Г

Будемо вважати, що ср(х) і ф(х) — м. п. функції х, a f(t, х) — 
м. п. функція t, х.

Т е о р е м а  1. 1. II. Обмежений розв’язок задачі (1. 1. II.), 
(2.1.II.) є майже періодична функція змінних t, ‘х.

Д о в е д е н н я .
Розв’язок задачі (1.1.II.), (2.1.II.) запишеться

U(t, х) = 1 y(x+at)  +  ф(лг — fflO+J Ф(х — ах) di
-t

+  à . f .

+

(3.1.II.)

Тут Т — трикутник 0^т:£^, — х; | | іі — т |. За умовою, розв’язок
задачі (1.1.II.), (2.1.II.) є обмежений. Значить, інтеграли

і
ф (х — сп) dz f( z ,  t)dzdÇ

т

є обмежені функції змінних і і х, а, отже, вони м. п. функції Т X. 
Функції ф {х-\-аі) і ср(х— сії) є також м. п. функції змінних і, х. 
Таким чином, О (і, х) є м. п. функція і. х. Теорема доведена.
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2. Розглянемо задачу Коші для неоднорідного рівняння
дЮ 2 (д*иа2 -----
де дх2 ду2 дг2

=  Ж  х, У, г)

У  (0, х, у, 2) =  ф(х, у, 2)1 
и'і(0, х, у, г) =  ф(х, у, 2)1

(1.2.ІІ.)

(2.2.11.)

Хай ф(х, у, г), ф(х, у, г) — м. п. функції х, у, г, а {(і, х, у, г) — 
м. п. функція змінних і, х , у, г.

Т е о р е м а  1.2.ІІ. При скінченному значенні і розв’язок задачі 
(І.2.П.), (2.2.ІІ.) є м. п. функція змінних х, у, г.

Д о в е д е н н я .
Розглянемо допоміжну задачу

дЧд
ді2

а2 д2У д2Ц< д2У\
дх2 ду2 дг2)

=  /( /‘+т, х+и, у+и, г+<иа) (1'.2.ІІ.)

и (0, х, у, 2) =  ф{х+и, у+н , г+іо) 1 
ПДО, х, у, 2) =  ф(х+и, у+н, 2+®) І

Тут т, и, V, ш — «компоненти» спільного є-зміщення функцій Ї ( І ,  х, у, г ) у 
ч\х, у, г ) , ^ {х ,  у, г).
Покладемо

У(і, х, у, г) =  и  {і, х, у, г) -  У {і, х, у, г), 

Тоді із (1.2.II.), (2.2.II.), (1Д2.ІІ.), (2К2.ІІ.) знаходимо:
<?2Н--------и 2

де
дЮ д2У д2У
дх2 ду2 дг2

= Ж  х, у, г)

П(0, X, У, 2 )  =  ф(х, У, 2) 1 

^ ( 0 ,  X, у ,  2 )  =  ф(х, У, 2 ) 1

(3.2.ІІ.)

(4.2.ІІ.)

(5,2.11.)

Тому, що І (і, х, у, г), ф(х, у, г), ф(х, у, г) є м. п. функції із спільним 
є-зміщенням, то

І Ж  X, у, 2) | < є ;  І ф (х, у, 2) | < е ;  | ф (х, У, 2) | <  є.
Розв’язок задачі (4.2.II.), (5.2.11.) запишеться

х , у ,  2) =
1

4 т щ 2
4 М і і > & +  ^  Г Г ф (». Р. і ) а ,

і ді. . і
аі

1 С С С *  У ' ^ ‘- а )  
-Г —  \ I І — ------ ---------&т:сЄ

г<аі

(6.2.11.)

+

де Г=уг(%—х)2+(і]—У2(+(С—2)2, 50, — сфера (а — х )2 +  (Р — у)2 4 -
+  (т — г ) 2 — а ^ г -
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Використовуючи нерівності (6.2.П.), маємо

Але

І' (*. 'V, у ,2) |< 4 па2

у  =  2тшЧ\

аі
СІЦ (К =  4 тагаЛ

г<а(
Отже,

сід сІг\ сі'С 
г

V ( і ,  X ,  у ,  2 ) К ^ ( 1  +  1*1 +  2**),
£

звідки и випливає доведення теореми.
З а у в а ж е н н я  2. Теорема 1.2.ІІ. вірна і для неоднорідного рів

няння мембрани з правою майже періодичною частиною і майже періо
дичними початковими даними.
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