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ЗАГАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК РІВНЯНЬ РІВНОВАГИ 
ПОЛОГИХ ОБОЛОНОК, ПРЯМОКУТНИХ В ПЛАНІ
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Визначення напружень і деформацій в пологих оболонках при роз­
гляді малих прогинів зводиться до розв’язування системи
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при відповідних граничних умовах. Тут Д = ----- 1-----/і — товщина
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оболонки; кх, ку — початкові кривизни координатних ліній х і у , які 
співпадають з лініями кривизни серединної поверхні. Ф  — функція 
напружень:
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В  — циліндрична жорсткість. Е — модуль пружності.
Вважаючи кривизни 1гх і ку постійними, систему (1) і (2) можна 

звести до одного рівняння восьмого порядку відносно функції до:
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або до одного рівняння відносно функції Ф:
/  д4Ф д*Ф д*Ф\

( 3)

Тут

=  — п д2у
сду*

кг— -̂ +  ку А
дх*

Ек =  12(1 — Vа) 
И ~  к2

(4)

Не обмежуючи загальності методу розв’язування, можна вважати, що 
зусилля і моменти, які діють по краях оболонки, а також зовнішнє на­
вантаження симетрично розподілені відносно координатних осей. Для
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спрощення вважаємо навантаження <7 залежним тільки від х. Представ­
ляючи навантаження q у вигляді ряду

Я{х)=  2  ?*С08 |і*Х,
*=1,3,5...

розв’язок рівняння (3) шукаємо у вигляді

w (X, у) =  Y i x k (х) cos і4 у+  Yi Yk (у) cos \>.kx - f  w0 (x), (5)
*=? 1 *=i

а розв’язок рівняння (4)i— у вигляді:
oo oo

ф (X, У) =  2  x* (*) cos Р*у+ 2  У* (У) cos [іаа - f  Ф0 (а). ( 6 )
k=i ft-і

„ * kiz kn
Тут H -  J . розміри оболонки. Далі прийнято

Підставляємо (5) в (3), визначаємо w0(x) як частинний роз­
в’язок рівняння

ДД<7
dx8 dx i D

і із дотожнього виконання (3), знаходимо рівняння для Xk(x), Yk(y). 
Розв’язавши одержані рівняння, маємо

X k (а) =  A*k ch а*х cos ррс -j- F*k sh a*A cos p*A +  G* ch akx  sin |3*a -j- 

4~ В* sh a*x sin $*kx  -(- C* ch y*kx  cos 5*x -j- sh y*kx cos 5*a -)- 

-)- M*k ch y*A sin 5*a -)- D* sh y*kx sin b*kx.
Уk (У) =  Ak ch aky cos %y +  sh afty cos pAy +  Gft ch aky sin pfty +

+  Bk sh o.ky sin $hy - f  Ck ch yky gos bky - f  %k sh yky cos Sfty -f- 
> +  M k ch уky sin bky 4- Dk sh yky sin bky.

Підставляючи (6) в (4), визначаємо Фо(х) як частинний розв’язок 
рівняння

d4K
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і із тотожнього виконання (4) знаходимо рівняння для Х\{х), ї \{у ) 
Розв’язавши одержані рівняння, маємо:

X* (а) =  АI* ch а*х cos +  FI* sh a*A cos |3*А - f  GY ch a*x sin (3*a -f-

-f- ВІ* sh a^x sin -(- СІ* ch y*kx  cos 8*a -f- sh y*kx  cos 5*a -f-

4 - Ml* ch y*kx  sin 5*a 4 - Dl* sh y* x  sin 8*a .

Yk (y ) = A k ch aky cos |3Ay - f  Fk sh aky cos $ky +  Glk ch aky sin $ky -f- 
+  B\  sh aky sin (3*y 4- C\ ch yky cos bky +  sh Y*y cos bky - f

+  Щ  ch ТлУ sin 8fty 4- D\  sh yky sin bky.
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В нашому випадку

ґ г = 0 » =  о, ^  =  С{ =  *І =  Ж І=. о,

К - о І - К - К - о .

При рівномірно розподіленому навантаженні — ~  (— І) 2 , де

к приймає тільки непарні значення. Щоб розв’язки рівнянь (3) і (4) 
були розв’язками вихідної системи (1) і (2), підставимо знайдені 
вирази для Ж(х, у) і Ф(х, у) в рівняння (2) і будемо вимагати, щоб
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воно задовольнялось тотожньо. Це дає такі зв’язки між коефіці­
єнтами функцій \Р{х, у) і Ф(х, у):

Ah — D'Ti'Bk,

D\ — — D-n-Ck, 

Аь — D n -ВІ, 

Dk =  — D-tt-СІ,

B\ =  — D-ti-Ak,

C\ =  D-n-Dk,

BX =  — D-ti-АІ,

CX =  D-n-Dk,

Гіри таких співвідношеннях між коефіцієнтами рівняння (1) задоволь­
няється тотожньо. Отже, загальний розв’язок системи (1), (2) у ви­
браній формі має вигляд:

w =  2  (Л*сйа*.х-c o s 5 * shape.sinр*л;-|-
*=і
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Підставляючи значення W і Ф у вирази для зміщень н і н
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ft = l,3,5.
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** =  лАуР* +  Iа*«* +  v (aI +  PD ak,
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“* =  tikybk - f  ix| ya +  v (ТІ +  §1) Yft ■
Невідомі коефіцієнти, які входять у вирази для функцій W і Ф, визна­
чаються з нескінченої системи лінійних рівнянь, яка одержується при 
задоволенні граничним умовам. Так, у випадку жорсткого защімлення 
країв, систему рівнянь для визначення невідомих

A *  ВНі Ck, Dk, А\, Bl, Cl, d;
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У випадку шарнірного опирання на жорсткий контур, коли краї 
оболонки можуть вільно переміщатись не розтягуючись, для визначен­
ня невідомих коефіцієнтів одержуємо скінчену систему рівнянь. По­
клавши кх — ку =  — , одержуємо розв’язок задачі для сферичної обо- 

К
лонки, а поклавши ку — 0, кх ф 0 — розв’язок задачі для циліндричної 
оболонки.

При розгляді великих прогинів, знайдений розв’язок може бути при­
йнятий за перше наближення.

Розрахунок жорстко-защімленої скляної оболонки під рівномірно 
розподіленим навантаженням проводився при таких данних:

/г і=0,45 см\ К ~ 7 6  см; V — 0,23; /? =  0,6946 • 106 кг!см2\

-  =  1,37.
Ь

В наслідок симетрії задачі сталі інтегрування в виразах функцій 
?  і . Ф з парними індиксами «к» рівні нулю. При підрахунках бра­
лось два наближення (/(= 1 ,3 ), що забезпечило виконання гранич­
них умов з точністю до 10%.

Розрахунки показали, що зусилля Аї* досягає максимальної вели­
чини, рівної —43,4*7 в центрі оболонки; зусилля N3, досягає максималь­
ної величини —40,3*7 в точці ; о | ; згинаючий момент Мх досягає

максимальної величини —5,8а в точці (— ; —) ; згинаючий момент М г
\  2 16/

. / 5а Ьдосягає максимальної величини —8,05*7 в точці І —  ; —

Результати підрахунків показали, що в оболонці вздовж жорстко 
защімленої більшої сторони згинаючий момент досягає максимального
значення приблизно на — сторони, а вздовж защімленої коротшої —

4
в точці, дуже близької до середини, що, очевидно, залежить від спів­
відношення довжин сторін оболонки.
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