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Н. М. Пирч
Українська академія друкарства

ПРО ІЗОМОРФІЗМИ ВІЛЬНИХ ПАРАТОПОЛОГІЧНИХ ГРУП 

Доводиться аналог теореми О. Г. Окунєва про спеціальні ізоморфізми для 
вільних паратопологічних груп, будується приклад двох вільних базисів у вільній 
паратопологічній групі, тільки один з яких є компактним.

Спеціальні ізоморфізми, паратопологічні групи, вільний базис

Паратопологічною групою називається пара (G, τ), де G — група, τ — 
топологія на G, причому операція множення . :G × G → G, (x, y) |→ xy є непе-
рервною.

Означення 1. Вільною паратопологічною групою в сенсі Маркова топо-
логічного простору X є паратопологічна група Fp(X) з такими властивостями:

1) X — підпростір в Fp(X); 
2) X породжує Fp(X) алгебраїчно;
3) для кожного неперервного відображення f : X → G у паратопологічну 

групу G існує і єдиний неперервний гомоморфізм f* : Fp(X) → G, що продовжує f.
Якщо в попередньому означенні вираз «паратопологічна група» замі-

нити всюди виразом «абелева паратопологічна група», то отримаємо поняття 
вільної абелевої паратопологічної групи Ap(X) у сенсі Маркова топологічного 
простору X.

Для кожного топологічного простору X вільні паратопологічні групи 
Fp(X) і Ap(X) існують і є єдиними з точністю до ізоморфізму, що залишає на 
місці всі точки простору X.

Означення 2. Нехай X  — топологічний простір з фіксованою точкою 
e. Вільною паратопологічною групою в сенсі Граєва топологічного простору X 
називається паратопологічна група FGp(X) з такими властивостями:

1) X — підпростір в FGp(X); 
2) X породжує FGp(X) алгебраїчно;
3) для кожного неперервного відображення f : X → G у паратопологічну 

групу G, що переводить точку e в одиницю G групи, існує і єдиний неперерв-
ний гомоморфізм f* : FGp(X) → G, що продовжує f.

Якщо в попередньому означенні вираз «паратопологічна група» замі-
нити всюди виразом «абелева паратопологічна група», то отримаємо поняття 
вільної абелевої паратопологічної групи AGp(X) в сенсі Граєва топологічного 
простору X.

Для довільного топологічного простору X вільні паратопологічні групи 
FGp(X) і AGp(X) існують і з точністю до ізоморфізму не залежать від відміченої 
точки e (див. [6]). Для довільного топологічного простору X вільні марковські 
та вільні граєвські паратопологічні групи пов’язані співвідношеннями Fp(X) 
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≅ FGp(X
+), Ap(X) ≅ AGp(X

+), де X+ — простір, що отримується з топологічного 
простору X додаванням однієї ізольованої точки. 

Топологічні простори X та Y, що мають топологічно ізоморфні вільні 
паратопологічні групи Fp(X) та Fp(Y), будемо називати Mp-еквівалентними і 

позначати YX
pM

~ . Аналогічно топологічні простори X та Y з топологічно ізо-
морфними вільними абелевими паратопологічними групами Ap(X) та Ap(Y) на-

зиватимемо Ap-еквівалентними і позначатимемо YX
pA

~ .
Група цілих з дискретною топологією є топологічною. Позначимо її 

через Z. Вважатимемо, що ізоморфізм i : Fp(X) → Fp(Y) є спеціальним, якщо 
композиція ieY

*  постійне відображення на X, де ZYFe pY →)(:*  — гомо-
морфізм, що продовжує функцію eY :Y → Z, яка тотожно рівна 1. У роботі [2] 
О. Окунєв довів, коли вільні топологічні групи двох тихоновських просторів 
топологічно ізоморфні, то між ними існує спеціальний ізоморфізм. Цей факт 
дав можливість отримати широкий клас конструкцій для побудови М-еквіва-
лентних просторів (див. [1, 2]). 

Наступна теорема, як і її доведення, є незначною модифікацією теореми 
3.1 з [1].

Теорема 1. Якщо YX
pM

~ , то існує спеціальний топологічний ізоморфізм 
i : Fp(X) → Fp(Y). 

Для неперервного епіморфізму ZXFp →)(:ϕ  введемо поняття ,ordϕ  
прийнявши, що }}0{\)(|:|{min Xkkord ϕϕ ∈= .

Аналогічно до випадку вільних топологічних груп (лема 3.3 з [1]) можна 
показати, що існує топологічний ізоморфізм )()(: XFXFj pp →  такий, що 

1)( =jord ϕ .
Лема 1. Для кожного неперервного гомоморфізму ZXFp →)(:ϕ  існує 

топологічний ізоморфізм u : Fp(X) → Fp(X) — такий, що ( ) ( ) 1u Xϕ = .
Доведення. Якщо 1)( =jord ϕ , то існує топологічний ізоморфізм 

j : Fp(X) → Fp(X) такий, що для деякого елементу x0 з X має місце рівність 
1)( 0 =xjϕ  або 1)( 0 −=xjϕ . Якщо 1)( 0 =xjϕ , то доведення леми є ана-

логічним доведенню леми 3.5 з [1]. Розглянемо випадок, коли 1)( 0 −=xjϕ .
Позначимо )()( 1 kjXFk

−∩= ϕ  для кожного Zk ∈ . Тоді множини ,kF  
Zk ∈  є відкрито-замкненими в X, причому 10 −∈ Fx . Визначимо відобра-

ження l : Fp(X) → Fp(X) за правилом xxxl k 1
00 )( −= , якщо ,kFx ∈  Zk ∈ ,

і нехай l : Fp(X) → Fp(X) — гомоморфізм, що продовжує відображення l0. 
Очевидно, відображення l0 неперервне, а отже, неперервним є гомомор-

фізм l. Відображення )(:*
0 XFXl p→  означене за формулою xxxl k−= 1

0
*
0 )( ,

якщо ,kFx ∈  Zk ∈  є неперервним, а отже, неперервним є гомомор-

фізм )()(:* XFXFl pp → , що його продовжує. Нехай ,kFx ∈  Zk ∈ , тоді 
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* xxxxxlxlxxlxll kkkk ==== −−−−  Аналогічно перевіряєть-
ся, що xxll =)(*  для всіх Xx ∈ . Отже, l* — гомоморфізм, обернений до l, 
тому l є топологічним автоморфізмом групи Fp(X).

Нехай lju = , тоді u : Fp (X) → Fp (X) — топологічний ізо-
морфізм. Доведемо, що u — автоморфізм групи Fp(X), який задоволь-
няє умови леми 1. Нехай Xx ∈ , тоді kFx ∈  при деякому Zk ∈ . Тоді 

11))(()1))((())(()))((())(( 0
1

0 =++−=+−=== − kkxjkxjxxjxljxu k ϕϕϕϕϕ . 
Доведення теореми 1. Нехай i : Fp(X) → Fp(Y) — топологічний ізомор-

фізм. Нехай ZXFe py →)(:*
 — гомоморфізм, що продовжує функцію eY , яка то-

тожно рівна 1 на просторі Y. Застосовуючи лему 1 до гомоморфізму ieY
*=ϕ , 

отримаємо спеціальний ізоморфізм )()(:* YFXFuii pp →= . 
Аналогічно до теореми 1 доводиться наступна теорема.

Теорема 2. Якщо YX
pA

~ , то існує спеціальний топологічний ізоморфізм 
i : Ap(X) → Ap(Y). 

Аналогічно до випадку вільних топологічних груп (див. [2]) з теорем 
про спеціальні ізоморфізми випливають теореми 3, 4 та наслідок 1.

Теорема 3. Для топологічних просторів X та Y такі умови еквівалентні: 
а) вільні абелеві паратопологічні групи в сенсі Маркова просторів X та 

Y топологічно ізоморфні;
б) для довільних точок Xa ∈  та Yb ∈  існує топологічний ізоморфізм 

: ( ) ( ),p ph A X A Y→  такий, що bah =)( ;
в) вільні абелеві паратопологічні групи в сенсі Граєва просторів X та Y 

топологічно ізоморфні.

Наслідок 1. Якщо ++ YX
pA

~ , то YX
pA

~ .

Нехай { } SssX ∈  — сім’я топологічних просторів з відміченими точками 

ss Xx ∈ . Тоді фактор-простір ( )( )sSssSsssSs xXxX
∈∈∈ ⊕⊕=∨ /),(  називається 

букетом сім’ї ),( ss xX .

Теорема 4. Нехай ss YX
pA

~  для кожного Ss ∈ . Тоді 

),(~),(
pA

ssSsssSs yYxX ∈∈ ∨∨ .
Неперервні відображення f1: X1 → Y1 і f2: X2 → Y2 іменуються Mp-еквівале-

нтними, якщо існують ізоморфізми i : Fp (X1) → Fp (X2) і j : Fp (Y1) → Fp (Y2) 
такі, що ∗∗ = 21 fjif , де )()(: 211 YFXFf pp →∗  і )()(: 222 YFXFf pp →∗

 
— гомоморфізми, які продовжують відображення f1 і f2 .

Для деяких відображень є можливим повністю описати клас відобра-
жень Mp-еквівалентних до даного відображення. Для топологічного простору 



АВТОМАТИЗАЦІЯ  ПОЛІГРАФІЧНОГО  ВИРОБНИЦТВА 59 

X позначимо через Mp [X] клас просторів Mp -еквівалентних простору X. Для 
неперервного відображення f : X → Y позначимо через Mp [f] клас відображень 
Mp-еквівалентних відображенню f. 

Позначимо через eX відображення з простору X в одноточковий простір 
E = {e}, через idX — гомеоморфізм простору X, через DX  — ущільнення з дис-
кретного простору D|X| потужності |X| на простір X, через ADX — ущільнення з 
простору X на антидискретний простір AD|X| потужності |X|.

У прикладах 1 і 2 розглянемо будову вільної паратопологічної групи для 
дискретного та антидискретного топологічних просторів.

Приклад 1. Нехай X — дискретний простір. Наділимо абстрактну віль-
ну групу F(X) з множиною твірних X дискретною топологією. Група F(X) з 
дискретною топологією є паратопологічною і задовольняє умови (1–3) з оз-
начення вільної паратопологічної групи. З єдиності вільної паратопологічної 
групи випливає, що вільна паратопологічна група дискретного простору X має 
дискретну топологію.

Приклад 2. Нехай X — антидискретний простір. Нехай e : X → Z 
— відображення, тотожно рівне 1 на X, E : Fp(X) → Z — гомоморфне про-
довження відображення e. Позначимо Gi (X) = E–1 (i), де Zi ∈ . Тоді про-
стір Fp (X) є прямою сумою своїх гомеоморфних підпросторів Gi (X). Крім 
того, підпростір G0 (X) є підгрупою паратопологічної групи Fp (X). Покаже-
мо, що простір G0 (X) має антидискретну топологію. Нехай n

nxxxA εεε ...21
21=  

— деяке слово в G0 (X). Нехай U — відкрита в Fp (X) множина, що містить 

A. Покажемо, що U містить одиницю підгрупи G0 (X). Оскільки ∑
=

=
n

i
i

1
0ε , 

то існує k ( nk <≤1 ) таке, що 1+−= kk εε . Без втрати загальності припус-
тимо, що εk = 1. Тоді множина nkk

nkk xxXxxx εεεεε ...... 1121
1121
+−

+− ××  гомеоморф-
на X , а отже, повністю міститься в U. Зокрема, в U знаходиться елемент 

nkknkkk
nkknkkk xxxxxxxxxxx εεεεεεεεεεε ............ 21211121

212111121
+−+−

+−++− = . Повторюючи скінченну 
кількість раз цю операцію, отримаємо, що порожнє слово, тобто одиниця гру-
пи G0 (X) міститься в U. Отже, простір Fp (X) є прямою сумою своїх антидиск-
ретних підпросторів Gi (X).

З теореми 1 випливає, якщо простори X та Y є Mp-еквівалетними, то під-
групи G0 (X) та G0 (Y) топологічно ізоморфними. Звідси, зокрема, випливає, що 
простір Mp -еквівалетний антидискретному простору є антидискретним.

Зауваження 1. Як було встановлено у твердженні 2.10 роботи [4], непе-
рервне відображення f : X → Y є факторним тоді і тільки тоді, коли гомомор-
фізм f* : Fp(X) → Fp (Y), що його продовжує, відкритий. Отже, відображення 
Mp -еквівалетне до факторного є факторним. Оскільки гомеоморфізми — це в 
точності факторні ущільнення, то відображення Mp -еквівалетне гомеоморфіз-
му є гомеоморфізмом. 

Теорема 5. Нехай X — тихоновський простір. Тоді:
а) Mp [eX] = {eY | Y ∈ Mp [X]};
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б) Mp [idX] = {idY | Y ∈ Mp [X]};

в) Mp [DX] = {DY | Y ∈ Mp [X]};

г) Mp [ADX] = {ADY | Y ∈ Mp [X]}.
Аналогічні твердження справедливі для відношення Ap-еквівалентності.
Доведення. а) Включення Mp [eX] ⊆  {eY | Y ∈ Mp [X]} випливає з того, що 

простори, на яких діють Mp -еквівалентні відображення, є Mp-еквівалентними, 
а простір Mp -еквівалентний одноточковому простору одноточковий. Доведемо 
протилежне включення. Нехай ][XMY p∈ . З того, що простори X та Y є Mp-екві-
валентними, то, відповідно до теореми 1, можемо стверджувати, що існує спе-
ціальний топологічний ізоморфізм i : Fp(X) → Fp (Y). Нехай j — це тривіальний 
автоморфізм групи Fp(E) в себе. Покажемо, що ieej YX

∗∗ = . Нехай Xx ∈  та 
n

nyyyxi εεε ...)( 21
21= . Оскільки  ізоморфізм  i  є  спецільним, то ∑

=

=
n

i
i

1
1ε . Таким чином,

)()(...)...()( 1
21

12121 xejejeeeeeyyyexie XnYY

n

i
i

nn ∗∑∗∗ ======⋅ =
εεεεεεε . Отже, 

YX ee
pM

~ .
б) Включення Mp [idX] ⊆  {idY | Y ∈ Mp [X]} випливає з того, що простори, 

на яких діють Mp -еквівалентні відображення, є Mp -еквівалентними, а відоб-
раження Mp -еквівалентне гомеоморфізму є гомеоморфізмом. Доведемо про-
тилежне включення. Нехай [ ]pY M X∈ . Покажемо, що idY ∈ Mp[idX]. Нехай 

i : Fp(X) → Fp (Y) — топологічний ізоморфізм. Тоді  id ∗ =Y ii  id ∗
X, а тому idX 

pM

~  idY.
в) Включення Mp [ADX] ⊆  {ADY | Y ∈ Mp [X]} випливає з того, що об-

рази при Mp -еквівалентних відображеннях є Mp -еквівалетними просторами, 
простір Mp -еквівалетний дискретному дискретний, а відображення Mp -екві-
валентне ущільненню є ущільненням. Доведемо протилежне включення. Не-
хай ][XMY p∈ . Покажемо, що ][ XpY DMD ∈ . Нехай )()(: YFXFi pp →  
— топологічний ізоморфізм, )()(: YpXp DFDFj →  — це ізоморфізм, ал-
гебраїчно заданий як i, але відносно дискретних топологій на базисах X та Y. 
Неперервність відображень j і j–1 випливає з дискретності просторів )( Xp DF  

і )( Yp DF . Тоді jDDi YX
∗∗ = , а отже, YX DD

pM

~ .
г) Включення Mp [ADX] ⊆  {ADY | Y ∈ Mp [X]} випливає з того, що об-

рази при Mp -еквівалентних відображеннях є Mp -еквівалетними просторами, 
простір Mp -еквівалетний антидискретному антидискретний, а відображення 
Mp -еквівалентне ущільненню є ущільненням. Доведемо протилежне включен-
ня. Нехай ][XMY p∈ . Покажемо, що AD ∈ Mp [ADX ]. За теоремою 1 існує 
спеціальний ізоморфізм i : Fp(X) → Fp (Y). Нехай j : Fp(AD|X| ) → Fp (AD|Y| ) — це 
ізоморфізм, алгебраїчно заданий як i, але відносно антидискретних топологій 
на базисах X та Y. Оскільки j : (AD|X| ) ⊆  G0 (AD|Y| ), а простір G0 (AD|Y| ) анти-
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дискретне, то звуження ізоморфізму j на AD|X| неперервне. А тому неперервний 
і сам ізоморфізм j. Неперервність відображення j–1 перевіряється аналогічно. 

Тоді AD ∗ =Y ji  AD ∗
X , а отже, ADX 

pM

~  ADY .
Нагадаємо, що топологічний простір називається T4 -простором, якщо 

для кожних двох диз’юнктнх замкнених підмножин F1  і F2  цього простору 
існують відкриті множини V1 і V2  такі, що 11 VF ⊆  , 22 VF ⊆  і ∅=∩ 21 VV . 
Ретракції r1 : X →  K1 та r2 : X →  K2 топологічного простору X називаються пара-
лельними, якщо виконано умови 121 rrr =  і 212 rrr = . Образи простору X при 
паралельних ретракціях іменуються паралельними ретрактами простору X. 

Приклад 3. Нехай T = {a, b}, { }},{},{, baa∅=τ , N — зліченний диск-
ретний простір. Покладемо X = T × N. Тоді підпростори K1 = {a} × N і K2 = {b} 
× N є дискретними паралельними ретрактами топологічного простору X. За те-
оремою 7 з [4] фактор-простори Y = X/K1 і Z = X/K2 мають топологічно ізомор-
фні вільні паратопологічні групи. Позначимо через pY : X → Y і pZ : X → Z від-
повідні факторні відображення, а також що pY (bn ) = yn , pY (K1 ) = y , pZ (an ) = zn ,
pZ (K2 ) = z . Будь-яка непорожня відкрита множина простору Y містить точку y. 
Розглянемо зліченне покриття простору Y відкритими множинами Fn = {y, yn}. 
Це покриття не містить жодного нетривіального підпокриття, а отже, простір 
Y не є зліченно компактним. Єдина відкрита множина простору Z, шо містить 
точку z, збігається з Z, тому будь-яке відкрите покриття простору Z містить 
елемент, що збігається з Z, а отже, має скінченне підпокриття. Тому простір Z 
є компактним. Будь-які дві непорожні замкнені підмножини простору Y мають 
спільну точку y, тому простір Y є T4 -простором, натомість точки zα і zβ при 
α ≠ β не відокремлюються відкритими в Z множинами, а тому простір Z не є 
T4 -простором. Відображення pY  є відкритим, але не замкненим; відображення 
pZ є замкненим, але не відкритим.

Приклад 4. Якщо в попередньому прикладі за N взяти дискретний про-
стір потужності τ, то фактор-простір Y матиме число Лінделефа, рівне τ, і міс-
титиме одноточкову всюдищільну множину {y}. Тоді як фактор-простір Z буде 
компактним і матиме щільність, рівну τ.

З прикладів 3 і 4 випливає наступний наслідок.
Наслідок 2. Властивості бути компактним, зліченно-компактним, фі-

нально-компактним і T4-простором, число Лінделефа, щільність не зберігають-
ся відношенням Mp -еквівалентності в класі T0-просторів.
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ОБ ИЗОМОРФИЗМАХ СВОБОДНЫХ ПАРАТОПОЛОГИЧЕСКИХ ГРУПП
Доказывается аналог теоремы О. Г. Окунева о специальных изоморфизмах для 
свободных паратопологических групп, строится пример двух свободных ба-
зисов в свободной паратопологической группе, только один из которых есть 
компактным.

ABOUT IZOMORFIZMI OF FREE PARATOPOLOGICHNIKH GROUPS
In the paper we give a modifi cation of the Okunev’s theorem on special isomorphisms 
for paratopological groups. The example of two free basis in free paratopological 
group, whith only one of them being compact is given.
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НАБЛИЖЕНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧІ ПРО ВІБРАЦІЙНУ 
ТЕРМОЧУТЛИВІСТЬ ПРЯМОКУТНОЇ ПАНЕЛІ 

В ПРУЖНОМУ КОНСТРУКТИВІ 

Розглядається постановка задачі динаміки прямокутних пластин, закріплених 
у пружному конструктиві, при нагріванні окремих складових такої системи джерела-
ми тепла. Температурна задача розв’язана методом теплового балансу. Власні час-
тоти попередньо навантажених унаслідок нерівномірності нагріву чи неоднорідності 
пружних характеристик пластин знаходяться в припущенні про постійність темпе-
ратурних зусиль уздовж будь-якої з осей координат у площині пластини. Досліджено 
вплив нагріву однієї з пластин у стаціонарному та нестаціонарному режимах на зміну 
власних частот пластин системи.

Прямокутна пластина, вібрація, термопружність

Плоскі прямокутні панелі є одними з основних несучих елементів конс-
трукцій в приладо- та машинобудуванні, будівництві [5, 7, 8]. Дослідження їх-
ньої реакції на динамічні навантаження часто зводиться до аналізу резонансних 
властивостей систем, до складу яких входять такі панелі, чи їх окремих скла-
дових з метою уникнення небажаних резонансів або їх демпфування [4, 7]. Ре-
зонансні частоти пружних елементів конструкцій суттєво залежать від їх попе-
реднього натягу (стиску) [5], що неминуче відбувається при нагріванні окремих 
складових пружних систем. Такий напружений стан може бути спричинений 
різницею температур складових системи, їх різними коефіцієнтами лінійного 
розширення тощо. Суттєвий вплив температурних напружень на вібраційні ха-
рактеристики защемленої прямокутної пластини показано в праці [1].


