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Питанню математичного моделювання асинхронних двигунів зі змінним повітряним  
зазором у  літературі приділяється все більше уваги. Проте при цьому приймається, що коор­
динати центру обертання ротора фіксовані в просторі або переміщуються за наперед відо­
мою траєкторією. В уточненому розв ’язку ці координати належать до невідомих і обчислю­
ються з диференціальних рівнянь руху ротора. Це у  значній м ірі сприяє більш адекватному 
опису фізичного процесу. При удосконаленні характеристик ж орсткості елементів конструк­
ції необхідно ще на стадії проектування з достатньою точністю оцінити віброактивність 
машини. Реально здійснити це мож на лише математичним моделюванням вібраційного проце­
су.

Вопросу математического моделирования асинхронных двигателей со сменным воз­
душным зазором в литературе уделяется все больше вит ания. Однако при этом принимает- 
ся, что координаты центра вращения рот ора фиксированы в пространстве ш и  передвигают­
ся по ранее известной траектории. В уточненном реш ении эти координаты принадлеж ат к 
неизвестным и исчисляются из дифференциальных уравнений движ енш  ротора. Это значи­
тельно способствует более адекватному описанию физического процесса. П ри усовершенст­
вовании характеристик жесткости элементов конструкции необходимо еще на стадии про­
ектирования достаточно точно оценить виброактивность машины. Реально осуществить 
это возможно лишь математическим моделированием вибрационного процесса.

Одним із першочергових завдань електромашинобудування є зниження віброактивності 
електричних машин. Вирішення цього питання можливе двома способами -  виготовленням де­
талей конструкцій з більшими допусками при випуску машин або заміною характеристик жор­
сткості елементів конструкції. В останньому випадку необхідно ще на стадії проектування з 
достатньою точністю оцінити віброактивність машини. Реально здійснити це можна лише ма­
тематичним моделюванням вібраційного процесу.

Розглянемо коливний процес у площині поперечного перерізу машини з урахуванням 
пружно-дисипативних властивостей опор ротора та статора, нерівномірності повітряного зазора 
й сил одностороннього магнітного притягання. Статор і ротор розглядаємо як абсолютно тве­
рді тіла масою, відповідно, т$ і отл, а моменти інерції відносно центрів мас сдп, сКт, -  .Ц і И  (рис. 1). 
Статор і ротор установлені на я і от пружно-податливих опорах. Дисбаланс конструкції статора 
враховуємо зміщенням центра маси с$т відносно осі циліндричної розточки статора су на вели­
чину б, а ротора -  ексцентриситетом є. У нерухомих ортогональних осях хО у координати 
центрів обертання статора -  х$, у& ротора -  Хщ уц, а їх центрів мас -  -д,,,, уу>„ і х Кт, у Кт. Кут поворо­
ту статора -  д , ротора -  у\> ■

Координати центра обертання мас пов’язані співвідношеннями, які отримуємо з побу­
дов рис. 1.

* 5  =  х 8 т ~ 5  8ІП У  8  > У 5  ~  У 8 т  +  &  С08 У  Б  >

х К = х К т - £ С 0 5 у к ;  у к  = у Кт -  є  э т у р .
( 1)

Візьмемо рухому систему декартових координат £ і яка містить спільний центр з не­
рухомою системою х  і у, таким чином, щоб вісь х проходила по лінії мінімального повітряного 
зазора між поверхнями статора й ротора. Кут повороту цієї системи координат

у  -  a rc tg  — — — . (2)
х к - х 8
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Рис. 1. Розрахункова схема механічної системи
Кутова швидкість обертання рухомих координат со і кут повороту у пов’язані співвід­

ношенням
сі/

&
СО.

Диференціюючи (8) з [2] за часом, маємо

со =

(3)

( 4 )

де оік{і = х, у; к  = 5і, К) -  лінійні швидкості центрів мас статора і ротора: со5,соц -  кутові швидко­
сті статора і ротора, причому

сіх
= І) . 4у.5/» = и,

йхЯт СІу СІ/ Аъ
СІЇ ' х а я ’  СІЇ ” у5т’  сії й ї " уКт! СІЇ СІЇ Ю * '  ( 5 )

Насиченням матнітопроводу машини знехтуємо. Скористаємось диференціальним рів­
нянням

сіо

сії
= РО • Ь рї^РАКц -  ¥  ці 8 сі)А -  М{со))/ У. (6)

В осях £ і у рівняння моделі асинхронного мотора набувають вигляду
с№

-Ми + ОпІШ-Шр І І  „ ,сії ї  у 0 \  81 Б х  8  8% ’ л
, <нК

о К - “ ) '1'

У"
с№

У , -г„ і. 5%

Ч  А А х '
( 7 )

сії С У 4"  К> Р-Х  Л  А С  м

1Ч  ІБх = а 5 \ ^ - ^ ) ; Іч  = ая [ ' ї ц - Ч '^ А х
Оскільки тепер оперуємо кутовими швидкостями не в ел.рад/с, а в рад/с, то це зумов­

лює появу множникар 0.
Напруги статора

ис = и тсоН (йо1-РоУя)’ их = и ,п^п{&йї ~ р й/ К), (8)

де и т , со0 -  амплітуда напруги мережі та її електрична кутова частота.

Основні потокозчеплення знаходимо за формулами
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2 п
= а с о ї (р пї})сІг), ц і = а

2п

* \ В л зіп{рь і№ \> (9)

де т/ -  кут, відрахований у рухомій системі координат від осі с\ В ,, -  індукція в точці, що відда-

■ сталий коефіцієнт, причому а>, /, Я\ -  число ефектив-лена від осі £, на р (і щ радіан; а =
2со ІЯ  

п р 0
них витків фази, розрахункова довжина та внутрішній радіус розточки статора. 

Магнітну індукцію знаходимо за значенням магнітної напруги зазора <рр.

ЕоФгТ> _  г-и Гг і

" "  8(л) '
Тут

( 10)

( 11)Фл = ІГл “ Ф - і ’
де Т7,, -  магніторушійна сила; (рті -  магнітна напруга на ділянках магнітопроводу за межами по

Зш
вітряного зазора, причому

п р 0
[ ( +  іКІ)соз р0т] + ( І5г + і^ іп  р0 ті];

Фап =
Я ,

-Ы р 0г) + ціх$іп

( 12)

(13)

де К„, -  магнітний опір двигуна без врахування опору зазора; <5 (г\) -  повітряний зазор у точці ц. 
Функціональну залежність 8 (ц) отримуємо з геометричних побудов рис.1:

Н^) = П х я ~х ї У  +(Ул -Т 5)2 + Я ?- 2Я ,>/(** - х 5)2 + (ук - т 5)2 солі -
де -  зовнішній радіус тіла ротора.

Вирази (8) -  (14) дають змогу обчислити основні потокозчеплення у/% і і//г

1

і?,

¥ х

і  + т - г е

- г е 1 +  Г М

о м  + д Б

(14)

(15)

де к  = (\ + Т М \ \  + Т М ) - Т 28 2 ; Т  = а 8 + а к + Щ - Я т,
3>Г

2) = , 2) = а 51і/5х + оілЛ//гх,

р 0ц г
М  = Ь \ ----т-т— сіц; 5  = о

І 3 (п ) 1
Зтуар0

р 0г\соя р 0г\ 

5(ц)
й?П/ Ат = Л _[

2я „,‘„ 2ЯП р 0 л

о 8(л)
<7г|

причому Ь -  -  сталий коефіцієнт.
ПРо

Електромагнітний момент

За (ф ^ ^ - Ф х^ )
2

Питому силу одностороннього притягання знаходимо за формулою [2]:

М Е =

(16)

(17)
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В 2
/  = — ■ 
ц 2ц0

Результуючі сили рухомих координатах будуть
2 т: 2 к

^  = К \ 1  { / п«»Г|цТ| ; Ру = Л ,/ ^ / ^ і п ц с і ц .

(18)

(19)

З врахуванням (10), (18) інтеграли (19) матимуть такий вигляд:
2п

Р  = со соя р сіц; Р( = с0 яіп ті сіц,
2л Ф?

(20)

де с0 (Цр
2

-  сталий коефіцієнт.

Маючи струми і робочі потокозчеплення, значення (р,, можна знайти за формулами (11)
-(13).

У практичних розрахунках інтеграли (16), (20) замінюються апроксимуючими форму­
лами Симпсона.

Сили одностороннього магнітного притягання в нерухомих осях визначаємо в результа­
ті перетворення координат:

Рх = ^  сояук -  ^  яіп ун; ^  ^  яіп ук + ^  сояук (21)

Результуючі сили в напрямі осей х  і у  з врахуванням пружно-дисипативних властиво­
стей опор будуть:

Р к і( і = х , у )  = / і - ^ { с ІЯ]( у ЯІ - У з ) + о іКІ( о Кі - и 5і)); 
.Н

ІП

Р 5 і ( і  =  Х ’ У ) = ї ' / и - Т < \ С іК і  Ь і  +  Ч'Я / «  5, Ф
7=1

(22)

де Сікр »,*,■ (к = У Я) -  коефіцієнти жорсткості та дисипації опор за і- ю віссю.
Швидкості руху центрів мас статора та ротора одержимо із загального рівняння ди­

наміки

І
л-=і

(
Р. + і?,. -  т,.

\

СІ2!-,. ^

(її1
Ьгк =0, (23)

яке свідчить, що сума елементарних робіт, прикладених до точок системи активних сил, реак­
цій зв’язків і сил інерції, дорівнює нулю на будь-яких віртуальних переміщеннях системи, зва­
жаючи на принцип Деламбера, і що під час руху механічної системи активна сила, реакція 
зв’язків і сила інерції складають зрівноважену систему сил для кожної точки системи.

Тоді хкт

сії
р к:

т,.
сій укт р к У ~ т к 8

ск
к  = В Д ;

т .
(24)

СІ& 5

СІІ

Р3хЬсояу 5+ Р3уЬяіпу 3-  МЕ - Х ( с- А 7 5 - и Д . с с ^ )  
і ______________________________ .н _______________ І  .

скоК _  МЕ- Мм + РКхгяіпу а + РЯугсояу к 
СІІ J R

(25)
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де Сук,, ьук} -  коефіцієнти жорсткості та дисипації опор статора в оберненому напрямку; Мм -  
момент опору ротора.

Сумісному інтегруванню підлягає система 17-ти рівнянь (3), (5), (6), (25). Через високо­
частотні коливання ця система жорстка, і її інтегрування є складним навіть для неявних ме­
тодів. Знехтування податливістю окремих опор статора чи ротора призводить до того, що повна 
система диференціальних рівнянь зазнає певних спрощень, проте, як підтверджують результа­
ти, із застосуванням дробово-раціональних методів розв’язати цю задачу можна без цих спро­
щень.

Застосуємо дробово-раціональні наближення розв’язку задачі Коші

У / = ї ( х , у )  (26)

використовуючи усереднення послідовності тейлорівських наближень розв’язків з певними ва­
говими коефіцієнтами соъ1

де т

Л :] = 1 > ь т (
.1=0

(27)

„ -  тейлорівське наближення р-у'-го порядку розв’язку задачі (1) у сітковому вузлі х„

І С - О Ч а т ;

(28)

де Jn -  значення матриці Якобі правої частини рівняння (1) у вузлі х„, а, -  відповідні скалярні 
параметри наближення обчислювальної стійкості; р  -  порядок наближення.

Використовуючи формули (27), (28), згідно з методикою визначення параметрів стійко­
сті а, , описаною в [1], побудуємо дробово-раціональні наближення 1-4-го порядків точності, 
які описуються формулами

т т

к  т к 2~ J n +
2  " 12

к к 2т  -  —  /  т  +  — -  Цгт
л з,п 2 п Ъ’п ' 10 **п 1 ’̂п 120

т*ти п1 О.п

— 7 Я2
2 "  10 ” 120

к %к2
т т т + Л Т1 4,п 2 ^ п± 3,и ' 2^ ° п 1

к 3 к 411 т  Ъ гр  г і  Т ^ 'Т '

8 4  ” Іп 1 6 8 0  ” °’п
к  т Ъ к 1 г 2  /і3 Ь 4

■ —./ н------ J ------ J  +
2  й 2 8  " 8 4  л 1 6 8 0

л

(29)

де Т  к,п -  часткова сума к- го порядку ряду Тейлора.
Для побудови чисельних методів дробово-раціонального виду на основі наближень (29) 

необхідно визначити спосіб апроксимації тейлорівських наближень Ту Т2, п, 7з, п, А  Викорис­
товуючи відомі методи Рунге-Кутта [1],одержимо

Ь к
к\ = к/ІХц}’,,), к2 = к ^ х п + ^  ’ У« + "У )> ^  = ЬЛХ" + ^  Уп~к1 + 2^ ),
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її к 2
кА = к^[х„ + - , у п + ~ ) ,  к5 = ИЛх„ + к ,у „  + кА). (ЗО)

1 1
Тоді Т\„=у„ + к\, Т2п ~ у п + к2, Тіп= уп + ~  (кі + 4к2 + к3), Т4п= уп + -  (кі + 2к2 + 2кА + к5). (31)

о о
Значення Ц„, які входять у (29), визначимо шляхом безпосереднього диференціювання 

правої частини системи по у  або чисельним диференціюванням. Отримані чисельні методи ви­
користаємо для дослідження процесу віброактивності ротора асинхронного двигуна. Розра­
хуємо режим запуску для ненавантаженого асинхронного двигуна АК 52-4 й одержані резуль­
тати подамо графічно.

Чисельний метод дробово-раціональних наближень дозволив з великою точністю пора­
хувати змодельований процес. Охарактеризуємо окремі результати. Так, магнітний момент 
(рис. 2) має коливний затухаючий характер. Зміна кутової швидкості ротора (рис. 3) свідчить 
про високу жорсткість процесу й раптовий перехід у площину великих протилежних значень.

300 М Е

І

200 — !

100

о

-100 —:---------

(£>К
120000 —

і

г

80000 —

40000 — {

о

-40000 — :

-80000

-120000 —г ї

0 0 04 0 08 0.12 0.1 0 0 04 0.08 0.12 0 16

Рис. 2. Електромагнітний момент Рис. 3. Кутова швидкість ротора

Повні потокозчеплення ротора -  це змінний коливний процес (рис. 4, 5).

0.8

0.4 - -

0 У / ; і ! I

-0 4

-0 8 • -[ ’
-і

г

0 0.04 0.0В 0.12

|

0 0.04 0.08 0.1

Рис. 4. Повне потокозчеплення ротора 
перетворених контурів

Рис. 5. Повне потокозчеплення ротора 
перетворених контурів ФКх
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Поступливість опор ротора прослідковується на зміщенні координати центра обертання 
ротора (рис. 6, 7).

0 0.004 0.008 0.012 0.016 0.02 0 0.004 0.008 0.012 0.016 0.02

Рис. 6. Координата центра обертання Хц Рис. 7. Координата центра обертання

Перехідний процес набирання швидкості ротора до усталеної величини поданий на
рис. 8.
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Рис. 8. Швидкість обертання ротора ш

Як видно з результатів, метод дробово-раціональних наближень дозволяє з великою то­
чністю розв’язати задачу електромеханічних коливних процесів багатомасових систем з ураху­
ванням пружності механічних ланок, незважаючи на високу жорсткість конструкції.
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