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муємо, що для матриці А(х) існує факторизація А(х) = В(х)-С(х), де В(х) -  унітальна багаточ­
ленна матриця степеня г і detB(x) = b(x) = ( x - b t )к[ (х -  Ь2)кі ...(х -  Ьт )к>", причому В(х) одно­
значно визначена своїм визначником Ь(х). Теорему доведено.

Наслідок. Нехай А(х) є  Рп[х], така, що rankA(x) = n -  1 і dA(x) = 1. Нехай далі Ь(х) = 
(х — Ь1)к'{х — Ь2)кг...(х — Ьт)к"‘ єР [х ] -  унітальний багаточлен степеня пг, причому

degA (x)> (n- 1)т. Для матриці А(х) існує факторизація А(х) = В(х)-С(х), де В(х) є  Р„[х] -  
унітальна багаточленна матриця степеня г і detB(x) = b(x), тоді і тільки тоді, коли 
rank M[Ar+1, b] = пг. Якщо ж шуканий дільник В(х)-існує, то він єдиний із заданим Ь(х).

Зазначимо, що отримані результати мають безпосереднє застосування при дослідженні 
розв’язності матричних багаточленних рівнянь чи систем матричних рівнянь, оскільки 
відшукання їхніх розв’язків рівносильне виділенню з багаточленної матриці лінійного [1] чи 
степеня г [6] унітального дільника. Крім того, наведені результати можна використати в теорії 
систем диференціальних рівнянь з постійними коефіцієнтами.
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РОЗВ’ЯЗОК КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ ДЛЯ ПІВЛІНШ НОГО ЕЛІПТИЧНОГО 
РІВНЯННЯ ПОРЯДКУ 2т У КЛАСІ ФУНКЦІЙ З ОСОБЛИВОСТЯМИ

НА М ЕЖ І ОБЛАСТІ

Доводяться достатні умови, при яких регулярний у  середині області розв’язок 
півлінійного еліптичного рівняння порядку 2т на межі області набуває узагальнених значень з
о'(ї).

Доказываются достаточные условия, при которых регулярное внутри области реше­
ние полулинейного эллиптического уравнения порядка 2т на границе области принимает 
обобщенные значения из 0'(§).

Нехай О -  область в Дп , обмежена замкненою поверхнею 5 класу С00, 
о(р) = С°°(р), 0(5) = С°°(5), 0'(Й), 0 ' (5) -простори лінійних неперервних функціоналів 
відповідно на 0(Й) і 0(5).

Нехай Хр є 5 , р(х) -  невід'ємна нескінченно диференційовна в О функція, яка 
дорівнює нулю в точках поверхні 5 , біля 5 має порядок відстані с/(х,5) від точки х є  О до 
поверхні б , р(х)<  р і ,х є £І, р(х,Хо) -  невід'ємна нескінченно диференційовна в О функція, 
р(хо,Хо) = 0, а в околі точки х0маєпорядок с/(х,хо) = |х  - х 0 |,х 0 є О .

Уведемо функціональні простори:
іПр (о )  =  { и \ и  є С2™“ 1̂ ) : Н |  =  І  £  Рр+У(* ) |  Оуп (х )|с/х < +оо } ,

ПІ У N2(71-1
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гТіРіс(п) = {и є гг)р(п) :! и І < С }, для довільних х0 є 5  та мультиіндексу у ) ,  р > 0, 

г р(5) = {ф є С°°(В): | 0 уф(х)| ^ (  рр -^ (х ,х 0) + і)л у(х), Ьу є С(В), для довільних х0 є 5, муль­

тиіндексу у }, р > 0. 2р(р)= {ф Є с ф ) :  рІуІ(х)| о У х )І < рР(х)Лу(х),/7т є ф ) ,  для довільного 

мультиіндексу у ]. Zpifl)= {ф є с ф ) : | Оуф(х)| <  ̂рр_ІуІ(х)+ 1̂ /?у(х), Ру є с (о )  для довільного 

мультиіндексу у }.
Нехай Л(х, О) -  лінійний диференціальний еліптичний оператор порядку 2т < п , 

|  бу^х,-^0| -  нормальна система крайових диференціальних операторів, яка накриває опе­

ратор Л(х, О), коефіцієнти операторів вважаємо нескінченно диференційовними.
Нехай А* -  оператор, формально спряжений до А,  {Ту}^ -  довільна система дифе­

ренціальних операторів порядку ру (ру < 2 т  - 1) з коефіцієнтами з 0(В), яка доповнює систему

2 р ( 8 )  = |ф є С“ (В ): р|у|(х,х0)| Оуф(х)| < рр(х,х0)Лу(х),Лу є С(В), {В у }^  до системи Діріхле по­

рядку 2т. Тоді існує [4] 2т крайових диференціальних операторів В/ і Ту (/ = 1, т ), що одно­
значно визначаються операторами Ву / 7у (у = 1 ,т) і мають такі властивості: порядок оператора

л л л лВу дорівнює 2 т - 1 - р у ,  а порядок Ту -  2 т '- 1 -  т у ;  система -і Ву, Ту }> утворює на В сис­

тему Діріхле порядку 2 т ; правильна формула Гріна

|(лія/ -  и А \ )б х  = X  |( ^)и Ву V -  В/и 7у V с/В, и, V є о(о). 
п у=15 ̂  '

Нехай функція у(х,и,Оаи) визначена для х є П , и , 0 аи є (- <»; + оо),| а  | < 2 т  -1 ,  

неперервна та диференційовна за и , й аи , Ті є  0'(5),/ = 1 ,т ;

к ф )  = |ф є о(о): Ву ф|3= 0, у = 1 , т , Л*ф(х) = о(р/г(х )) біля в  1, к > 0.

Розглянемо узагальнену крайову задачу

Л(х,0)и(х) = ї(х,и(х),Оан(х)), х є О ,| а | < 2 т  - 1 ,  (1)

Ву(х, 0)ц(х)|хє5= Ту , у = 1, т , х є В (2)

у наступному формулюванні, припускаючи, що ядро відповідної лінійної однорідної задачі
м = { о } .

Формулювання узагальненої крайової задачі. Знайти функцію и є пік{ті), яка задо­
вольняє тотожність

|л>(х)ц(х)с/х = |ф(х)т0(х,и)с/х + Х <7) ф(х),Ту >, ф є / ф ) . (3)
п « У=1

Позначимо через в(х,у) = (бо(х,у),Сі(х,у),,.,6т (х,у)) вектор-функцію Гріна задачі
(1) ,(2) [3]. Вона визначена для х є П,у є П при у = 0 і у є В при у = 1, т і єдина. Подібно до
[2] , доводимо, що задача (1), (2) еквівалентна інтегро-диференціальному рівнянню

и(х )~ №о(х,у)ї(у,и(у),Оаи(у))сІу = £ <  бу(х,у),Ту(у)>,х є П .и є /Яр(п) . (4)
. п У=1

Для доведення існування його розв'язку використовуємо результати роботи [5] та на­
ступну лему:
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Л ем а. Для довільної функції ф є Zk{fï)

боФ “ Jv{x)G0(x,*)c/x є Zk+2m- n+iifi), k > - п , 
п

Gj Ф = J(p(x)Gj(x ,• )dx є Zk+m._nM  k > 2 m - l -  mjt  j = ї т  . 
n

Ця лема доводиться подібно до леми 3 з [2].
З оцінок вектор-функції Гріна та її похідних випливає, що G(»,y) є д л я  

довільного у є Q. Використовуючи результати роботи [5], при р = 2т -  п з урахуванням ле­
ми доводимо таке твердження.

Теорема 1. Нехай k > п - 2 т , z  є RM ( М -  певне натуральне число ), для 
х є Q ,и є  ( - оо ;+ оо), Zj є  (— оо; + со), і — 1,М , визначені f(y,u,z), 1'Zj(y,u,z), і = 1,М,
f(y,u,z) -  неперервна, існують такі додатні сталі

(^ .С ^ С ь С ^ С а .Іа І^ г т - І .щ о  g e / ? ^ c (p), gx є/?} .(ü), І = \ п  , для довільної ста-

лоїС > max(Q),2Ci)

l \ f ( y ,u ,D au)\dy  <С2 , и є mkC(fî), (5)
■п

причому 2 У  Lyp i +\y\C2  < Cq, де pj = maxp(x),/_Y = max fl DyxG0(x, y )\dx ,
• |y|<2m-l хєП У*п п

I fûiy,u(y),Dau(y))\ < Cçpkiy), y  Є f i, u e  Щ іС{п), (6)

\ f ’Dauiy,u,Dau)\< Cap/f+l°‘l(y), y є Q, | a |  < 2 m - n ,  u e fnkC(n). (7)

Існує розв'язок U є гПк c(q ) рівняння

и ( х ) - jG0{x,y)f(y,u(y),Dau(y))= ф ) ,  х є П .  (8)
п

Для доведення використовуємо теорему Шаудера [6, с. 291].
Вводимо оператор Н:

(Ни\х) = jG0(x,y)/(y,u(y),Dau(y))c/y +g(x), х є Q, и є п)кІр). 
п

Для доведення відносної компактності множини функцій { Ни : и є fHk c(q )} в  /75̂  (q )

використовуємо теореми Pica [6, с. 242] й Арцела. Оскільки р*+lyl D£u є Ц(Сї) прип є гіїк(п) 

для довільного у , J у J < 2 гт7 — 1, и є С2т“1(ов) , для довільного є > 0, то достатньо перевірити 
виконання умов:

1) існує така стала С > 0, що || Hu < С , при и є іИкС(й);

2) для довільного г| > 0 існує таке ô = ô(n) > 0, що для довільних z e Q ,  |z |< 8 ,
І у| < 2ГТЇ -  1,

/І p/r+|y,(x +z)Dl{{Hu){x + z ) ) - Pk^\x)Dl{{Hu\x)) dx < д; (9)

3) множина функцій {Оу(Ни), и є і?ікіс(сї)} є рівномірно обмеженою та одностайно 

неперервною в £38 при | у | < 2 т  — 1 та довільному є > 0.
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Також показуємо, що якщо правильні оцінки (6) та (7), то 
\\Hui~ Ни2 \\к ^  С ^ \и і - и 2 \\к , и і ,и2 є п)к С(р), тобто оператор Н неперервно відображає

іПк с (п) в себе для довільної сталої С > тах(Со,2Сі) . Дана теорема доведена на підставі тео­

реми Шаудера. •
т

Нехай тепер ф<) = < Gj(x,y), Fj(y) > . За властивостями функціїГріна g є C°°(Q). Уза-
/=і ___

гальнені функції Fj мають скінченні порядки сингулярності s(Fy)< pj [1, с. 81], ру > 0, j  = \ m  .

За лемою Шварца існує така стала L > 0, що < ф, Fj > < L У  max Dacp(y) , <р є D(S)..
I

т т
Jpk(x )D^x)dx  | = | X  jpk(x)< DJ,Gj(x,у),Fj >dx j = | £ <  jpk(x)D](Gj(x,y)dx,Fj > | < 

/=in M  nn

< L У  max D ^ p k(x)DJ Gj(x,y)dx
n

k+nij+l-n-\a\ '
Dy {pk(x)Gj(x,y)dx ІЛ _

p
>

у - у + 1

n V j

За лемою при к > 2m -  mj - 1, j = 1, m 

, У , У є S

З попередньої оцінки одержуємо I g|| < її , де її = const > 0, якщо к + mj — п + 1 — |а| > 0, 

при всіх а , |а| < ру, та к >2т - 1  -  т у , тобто

к > max
 ̂1 <j<m" ' 1

п >2т . -Тому g є  Пі/с(п)

к > max (р,- - т ;  + п ) ,  і = 1,л .
1 <j<m 1 1

т а х ( р/ -т-, +п - 1 ) ,  т а х ( 2 т  ) = т а х ( р,- - т ,-  +п - 1 ) ,  при р, > 0 та
1 <j<m 1 1 <j<m ' )  \<j<m

при к > т а х ( р / - т ;  + n - l ) ,  gx.erDk_До) при
і <j<m 1

Теорема 2. Нехай F- є D'(S), s (f )< р,-, р, > 0, у = 1,m , /є > max (п + р, -  т ;),
7 7 7 ' 1 < j< m

Q  = max £  ^  Г р ^ Ц х )!  <D“Gy(x,y),Fy(y)> Idx , С > max(Q) ,2C1).

функція f задовольняє умови теореми 1, тоді існує розв’язок и є т/е с(о) задачі (1), (2) у ви- 
щенаведеному формулюванні.
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